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Re´sume´ :
Une analyse du comportement en fatigue a` grand nombre de cycles est conduite a` travers la simulation
nume´rique d’agre´gats polycristallins. Plusieurs mate´riaux me´talliques a` structure cristalline cubique
a` face centre´e mais de coefficients d’anisotropie e´lastique diffe´rents sont choisis. Plusieurs volumes
e´le´mentaires statistiques (VES), constitue´s d’un ensemble de 300 grains de texture isotrope et de
ge´ome´trie e´quiaxe, sont sollicite´s au niveau de la limite de fatigue me´diane macroscopique a` 107 cycles.
Trois mode´lisations sont e´tudie´es : 2D avec de´formation plane ge´ne´ralise´e, 3D pe´riodique et 3D avec
surface libre. Plusieurs variables me´soscopiques (moyenne dans les grains) issues des simulations sont
analyse´es en utilisant la statistique des valeurs extreˆmes. Les re´sultats montrent un effet ne´faste sur
la tenue en fatigue des agre´gats mode´lise´s avec une surface libre si l’anisotropie e´lastique cristalline
est suffisante.
Abstract :
An analysis of high cycle fatigue behavior is done via the numerical simulation of polycrystalline
aggregates. Different metallic materials with a FCC crystalline structure, but different cubic elastic
coefficients, are investigated. Several statistical elementary volumes (SEV), consisting of 300 grains
with isotropic texture and equiaxed geometries, are loaded at the median macroscopic fatigue limit
for 107 cycles. Three different models are studied: 2D generalized plane strain, 3D periodic and 3D
periodic with a free surface. Different mesoscopic variables are analyzed using extreme value statistics.
The results show a detrimental effect on the fatigue strength of the modeled aggregates with a free
surface, if the crystalline elastic anisotropy is sufficient.
Mots clefs : fatigue a` grand nombre de cycles ; surface libre ; anisotropie e´lastique
1 Introduction
Le recours a` la simulation nume´rique d’agre´gats polycristallins a permis, depuis les vingt dernie`res
anne´es [1], d’apporter un e´clairage nouveau sur le lien entre les comportements me´caniques a` l’e´chelle
des grains et la re´ponse globale a` l’e´chelle du volume e´le´mentaire repre´sentatif (VER). Meˆme si les com-
portements me´caniques sous chargement monotone ont principalement e´te´ ceux aborde´s, des e´tudes
de´die´es au comportement en fatigue sont de plus en plus fre´quentes [2]. Quel que soit le type de com-
portement e´tudie´, la question de la repre´sentativite´ de l’agre´gat nume´rique utilise´ pour la simulation
se pose ne´anmoins toujours.
Afin de pallier la de´finition d’un VER au sens de la fatigue, plusieurs auteurs ont utilise´s la notion de
volume e´le´mentaire statistique (VES) associe´ a` la statistique des valeurs extreˆmes. Par exemple, Liao
[3] utilise la me´thode de Monte Carlo pour former des VES de microstructure avec une distribution
ale´atoire de taille de grains et des orientations. Une bonne corre´lation est alors constate´e entre les
re´sultats obtenus en mode´lisant la distribution des valeurs extreˆmes par une distribution de Fre´chet et
les re´sultats expe´rimentaux pour un alliage d’aluminium 2024-T351. Re´cemment, Przybyla et al. [4, 5]
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ont introduit un nouveau cadre en tenant compte des effets de voisinage a` travers les valeurs extreˆmes
des fonctions de corre´lation marque´es [6] pour quantifier l’influence de la microstructure sur la limite
de fatigue et la contribution des interactions des composants de la microstructure dans le cas d’un
chargement uniaxial. Ces auteurs ont utilise´ la distribution de Gumbel pour de´crire la probabilite´ des
valeurs extreˆmes des re´ponses e´tudie´es.
Cette e´tude s’appuie sur la the´orie des valeurs extreˆmes afin d’analyser l’influence d’une surface libre
non rugueuse sur la tenue en fatigue a` grand nombre de cycles. L’effet de l’anisotropie e´lastique est
e´galement aborde´.
2 Mode´lisation
Une e´tude pre´ce´dente [7] a montre´ le roˆle majeur de l’e´lasticite´ cubique, en comparaison avec une
mode´lisation utilisant en plus la plasticite´ cristalline, sur la re´ponse a` l’e´chelle me´soscopique de plu-
sieurs crite`res de fatigue a` grand nombre de cycles dans le cas ou` la limite de fatigue est proche de la
limite d’e´lasticite´ macroscopique. Cette e´tude se limitera donc a` une mode´lisation du comportement
des mate´riaux en e´lasticite´ line´aire.
L’anisotropie cubique est ge´ne´ralement caracte´rise´e par un coefficient sans dimension de´fini par :
a =
2C44
C11 − C12 (1)
Afin d’e´tudier l’effet de l’anisotropie e´lastique sur la re´ponse me´soscopique, trois mate´riaux sont
e´tudie´s, avec des coefficients diffe´rents : l’aluminium avec un comportement quasiment isotrope (a=1.22),
le cuivre avec une forte anisotropie (a=3.26) et le nickel avec un coefficient d’anisotropie moyen
(a=2.51). Les proprie´te´s e´lastiques sont re´capitule´es dans la table 1. Ces trois mate´riaux posse`dent
une structure cubique a` face centre´e (CFC). Chaque grain posse`de 12 syste`mes de glissement de
normale de type {111} et de direction de type 〈110〉.
C11 [GPa] C12 [GPa] C44 [GPa] a
Al 107 60.8 28.3 1.22
Ni 246.5 147.3 124.7 2.51
Cu 170 124 75 3.26
Table 1 – Modules d’e´lasticite´ cubique et coefficient d’anisotropie pour les diffe´rents mate´riaux e´tudie´s
x
y
z
x
y
z
(a) 2.5D (b) 3D (c) Surface libre
Figure 1 – 3 mode´lisations d’agre´gats polycristallins e´tudie´es : (a) 2D pe´riodique avec hypothe`se des
de´formations planes ge´ne´ralise´es, (b) 3D entie`rement pe´riodique, (c) 3D semi-pe´riodique avec surface
libre
En terme de ge´ome´trie, les agre´gats sont constitue´s d’un ensemble de 300 grains mode´lise´s avec une
tesselation de Vorono¨ı. La pe´riodicite´ est assure´e en re´alisant une copie des germes suivant les directions
pe´riodiques avant de re´aliser la tesselation. Les polye`dres sont ensuite discre´tise´s avec des e´le´ments
triangulaires a` 3 nœuds dans le cas 2D, et des te´trae`dres a` 4 nœuds pour les ge´ome´tries en 3D. Pour
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les cas 2D et 3D pe´riodique, la dimension des volumes est unitaire, pour la mode´lisation de la surface
libre, les dimensions sont unitaires suivant les directions pe´riodiques, et de 0.5 dans l’e´paisseur. Un
exemple des diffe´rentes mode´lisations est pre´sente´ sur la figure 1. Chacun de ces maillage est associe´ a` 8
jeux d’orientations de texture isotrope. Chaque jeux d’orientation est compose´ de 300 triplets d’angles
d’Euler qui de´finissent l’orientation du cristal dans le repe`re de re´fe´rence de l’agre´gat. Chaque mate´riau
est repre´sente´ par un ensemble de 24 VES (3 ge´ome´tries × 8 jeux d’orientations).
Les chargements applique´s sont de la traction et de la torsion, tous les deux purement alterne´s.
Le chargement est applique´ macroscopiquement (contrainte moyenne dans l’agre´gat) et son niveau
correspond a` la limite de fatigue me´diane a` 107 cycles. Le rapport entre la limite en torsion et celle en
traction est suppose´e identique pour ces trois mate´riaux et a` e´te´ identifie´e expe´rimentalement dans les
travaux de Luka´s and Kunz [8]. Ce rapport est de 0,64. Les simulations sont re´alise´es avec le code de
calcul par e´le´ments finis ZeBuLoN [9], de´veloppe´ conjointement par le centre des mate´riaux de l’E´cole
des Mines ParisTech, Northwest Numerics et l’ONERA. Le solveur implicite est employe´.
En fatigue a` grand nombre de cycles, on s’inte´resse principalement au grain critique dont la re´ponse
me`ne a` des valeurs maximales du coefficient de danger au sens d’un crite`re de re´sistance. Ces va-
leurs extreˆmes se situent au niveau des queues des fonctions de densite´ de probabilite´ des re´ponses
me´soscopiques et sont fortement sensibles a` la microstructure.
Dans cette e´tude, le crite`re de Findley [10] est utilise´ a` l’e´chelle me´soscopique pour pre´dire le grain
critique a` la tenue en fatigue a` grands nombre de cycles. Ce crite`re postule une relation line´aire entre
l’amplitude de la cission et la contrainte normale maximale. A l’e´chelle me´soscopique, il peut s’e´crire
comme suit :
max
s
(
τ sr,a + ασns,max
) ≤ β (2)
ou` τ sr,a est l’amplitude de la cission re´solue sur le syste`me de glissement s, σns,max la contrainte normale
maximale au cours du cycle sur le syste`me s. α et β sont deux parame`tres qui de´pendent des limites
de fatigue en traction et en torsion.
Pour e´tudier ces grains critiques plusieurs approches statistiques sont possibles. Ce travail est base´
sur la probabilite´ des valeurs extreˆmes qui consiste a` de´terminer la distribution statistique des valeurs
maximales du coefficient de danger du crite`re de Findley ainsi que de l’amplitude de la cission re´solue
et de la contrainte normale maximale de chaque VES.
3 Probabilite´ des valeurs extreˆmes ge´ne´ralise´es
Soit X une variable ale´atoire (VA) de fonction de re´partition FX (x) = P (X ≤ x). Les n re´alisations
extreˆmes dans n e´chantillons de la VA X peuvent eˆtre de´finies comme suit :
Yn = max (X1, X2, ..., Xn) (3)
La fonction de distribution de Yn est de´finie en x de la manie`re suivante :
FYn (x) ≡ P (Yn ≤ x) = P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, ...,Xn ≤ x) (4)
D’apre`s le the´ore`me de Fisher-Tippet, s’il existe deux suites re´elles normalisant (an)n≥1 > 0 et (bn)n≥1
et une distribution non-de´ge´ne´re´e (non re´duite a` 1 point) G telles que :
P
(
Yn − bn
an
≤ x
)
= [F (anx+ bn)]
n −→ G (x)
n7→+∞
(5)
alors la fonction de re´partition G est ne´cessairement de l’un des trois types suivants : Fre´chet, Weibull
ou Gumbel. Jenkinson [11] a propose´ une seule et unique forme parame´trique (e´quation 6) appele´e loi
des valeurs extreˆmes ge´ne´ralise´e (GEV). Elle regroupe les trois lois limites pre´ce´dentes et de´pend d’un
seul parame`tre ξ. La fonction de re´partition de cette loi est donne´e par :
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GEV : Gξ (x) =
{
exp
(
− (1 + ξx)− 1ξ
)
si ξ 6= 0, ∀x / 1 + ξx > 0
exp (− exp (−x)) si ξ = 0
(6)
Le parame`tre ξ est appele´ indice extreˆme ou facteur de forme de la distribution. Son signe renseigne sur
le type de la loi asymptotique du maximum : la fonction de distribution est de type Gumbel si ξ = 0,
de type Fre´chet si ξ > 0 ou de type Weibull si ξ < 0. La variable x = Yn−bnan est appele´e maximum
normalise´ de la VA X. Les parame`tres an et bn sont appele´s facteurs d’e´chelle de la distribution.
4 Re´sultats et analyses
Les re´sultats sont analyse´s a` partir des valeurs moyenne´es dans les grains. De plus, tous les grains des
microstructures sont pris en compte, meˆme dans le cas des microstructures avec une surface libre.
2.5D 3D Surface libre
(a) Aluminium (a=1.22)
2.5D 3D Surface libre
(b) Nickel (a=2.51)
2.5D 3D Surface libre
(c) Cuivre (a=3.26)
Figure 2 – Couple des variables τr,a et σn,max (normalise´es par la limite en fatigue en traction f−1)
pour tous les syste`mes de glissements dans le cas du chargement de traction alterne´e syme´trique
La figure 2 illustre les re´sultats obtenus, en terme d’amplitude de la cission re´solue et de la contrainte
normale au plan de glissement associe´, pour l’ensemble des syste`mes de glissements simule´s (8 jeux
d’orientation × 3 topologies de microstructures × 300 grains × 12 syste`mes). Le chargement est de
la traction purement alterne´e. Les points rouges repre´sentent le couple des valeurs maximales du
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coefficient de danger du crite`re de Findley, pour chacun des VES, ce sont les donne´es d’entre´e pour la
statistique des valeurs extreˆmes.
Une augmentation de la dispersion du maximum de la contrainte normale au plan de glissement est
observe´e avec une anisotropie croissante. En ce qui concerne l’amplitude de la cission re´solue, la disper-
sion reste moins prononce´e. Au niveau de la re´ponse me´soscopique du crite`re de Findley, la re´ponse des
grains critiques de chaque VES est nettement plus disperse´e pour le cuivre (forte anisotropie) que pour
l’aluminium (quasi-isotrope). De plus la mode´lisation de la surface libre, augmente conside´rablement
la valeur du coefficient de danger du crite`re de Findley du grain critique (sur l’ensemble des VES) en
comparaison avec une mode´lisation 3D homoge`ne (sans surface libre) (voir figure 2).
La figure 3 montre les me´dianes (probabilite´ de 0.5) des distributions des valeurs extreˆmes pour
l’amplitude de la cission re´solue, de la contrainte normale maximale et du coefficient de danger du
crite`re de Findley. Les deux bornes des intervalles correspondent a` des probabilite´s de 0.1 et 0.9. Deux
cas de chargement y sont repre´sente´s : traction et torsion purement alterne´es.
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(b) Torsion purement alterne´e
Figure 3 – Me´dianes des distributions des valeurs extreˆmes pour l’amplitude de la cission re´solue, la
contrainte normale maximale ainsi que le coefficient de danger du crite`re de Findley. En rouge (barre
a` gauche) : mode´lisation en 2D, en jaune (barre au milieu) : 3D pe´riodique et en bleu (barre a` droite) :
surface libre
Tous d’abord, pour les deux cas chargement ainsi que pour les trois mode´lisations, les valeurs me´dianes
des distribution des trois parame`tres e´tudie´s (amplitude de cission re´solue, contrainte normale maxi-
male et le coefficient de danger du crite`re de Findley) augmentent avec le coefficient d’anisotropie
cubique. Cependant l’effet est bien plus faible pour la cission re´solue que pour la contrainte normale.
Il est e´galement notable que la dispersion des distributions est plus e´leve´e avec une forte anisotropie
e´lastique. On peut aussi remarquer que l’e´cart est plus important entre un coefficient d’anisotropie de
1.22 (Aluminium) et de 2.51 (Nickel) qu’entre le nickel (a = 2.51) et le cuivre (a = 3.26).
Pour ce qui est de l’effet de la mode´lisation, les re´sultats ne montrent pas de diffe´rence sensible
pour un mate´riau quasi-isotrope (l’aluminium). De`s que l’anisotropie est suffisante, l’hypothe`se des
de´formations planes ge´ne´ralise´e (calcul 2D) augmente la me´diane des valeurs maximale de la cission
re´solue et du coefficient de danger du crite`re de Findley par rapport a` une mode´lisation 3D (avec ou
sans surface libre). La mode´lisation de la surface libre augmente e´galement ces me´dianes en compa-
raison avec des simulations en 3D totalement pe´riodique. Ceci peut s’expliquer car l’hypothe`se des
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de´formations planes ge´ne´ralise´es suppose une translation et une rotation globale de la microstructure
suivant le troisie`me axe, et s’approche ainsi d’une mode´lisation 3D extrude´e de faible e´paisseur, donc
d’une surface libre sur tous les grains. Les mode´lisations d’agre´gats polycristallins avec une anisotropie
e´lastique prenant en compte une surface libre pre´voient une diminution de la limite de fatigue (coeffi-
cient de danger du crite`re de Findley plus e´leve´) en comparaison avec un volume e´le´mentaire a` cœur
du mate´riaux (la mode´lisation en 3D pe´riodique). Ces tendances sont observe´es expe´rimentalement
ou` l’amorc¸age des fissures de fatigue apparaˆıt souvent en surface des mate´riaux.
5 Conclusion
Une analyse de l’effet de l’anisotropie e´lastique sur une mode´lisation prenant en compte la surface libre
a e´te´ propose´e en s’appuyant sur des re´sultats de simulations nume´riques d’agre´gats polycristallins et
la statistique des valeurs extreˆmes.
Une mode´lisation en 2D avec l’hypothe`se des de´formations planes ge´ne´ralise´es a tendance a` sures-
timer l’effet de surface libre en comparaison avec une mode´lisation comprenant quelque grains dans
l’e´paisseur. La prise en compte d’une surface libre, en comparaison avec un calcul 3D pe´riodique a ten-
dance a` diminuer la limite de fatigue me´diane pre´vue par le crite`re de Findley a` l’e´chelle me´soscopique
si l’anisotropie e´lastique est suffisante. Cette variation est cependant faible.
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